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 ( 05التمرين الأول )نقط : 

 ذكّر بنص مبرهنة بيزو( 1   

 عدد صحيح  . باستعمال مبرهنة بيزو ، برهن أنه :عددان طبيعيان و  و  (  2          

 قسما لعددفإن  أولي مع و قسما لعددإذا كان                            

 عدد صحيح  ، برهن أنه :و  عددان طبيعيان  أوليا فيما بينهما و  (  3        

 فإن    و  إذا كان                        

     التالية   : الجملة  نعتبر في مجموعة الأعداد الصحيحة  

  من الأعداد الصحيحة بحيث :أ. تحقق من وجود ثنائية    (1

  حل للجملة ، تحقق أن ب. لنضع          

 يكافئ أن  حل للجملة  برهن أن :    ( 2

   استنتج حلول الجملة ، ثم  باستعمال خوارزمية اقليدس عين الثنائية (3   

  و ( لدى مكتبي مجموعة من الكتب عددها محصور بين4  

 كتب          كتب يبقى لديه كتب، أما إذا وضعها في علب ذات  كتابا بقي لديه إذا وضعها في علب ذات         
 عين عدد الكتب.                                        

  نقط( 40) الثانيالتمرين : 
   :لكل سؤال جواب واحد فقط صحيح من بين الأجوبة الثلاثة المقترحة ، عينه مع التبرير

23نضع :  nمن أجل كل عدد طبيعي (1 8 1na n n   3و 2nb n   نضع  ,n nd PGCD a b 

  إن :   أ(  2;3d         ،       )ب  3;6d         ،           )جـ  1;3d    

2)  عدد حقيقي موجب تماما ، قانون احتمال المتغير العشوائيX:معرف بالجدول التالي 

       

الأمل الرياضياتي E X يساوي
3

20
، من أجل:  

 

 (أ
3

2
        ،     )1  ب         )جـ        ،

1

2
    

''( حل المعادلة التفاضلية 3 2 ' 4y y  و الذي يحقق 0 2022y  و ' 0 1444y   هو الدالةh المعرفة 

 بــ : على            

أ(                 2721 2 2743xh x e x  ،  )ب  2721 2 2743xh x e x   ،  )جـ  2721 2 2743xh x e x    

، نضع n( من أجل كل عدد طبيعي 4         

1n

x

n

n

u xe dx



  0و 1 1...n nS u u u     

يساوي:     أ(   nSإن                          1n

nS e n      )ب      ، 1n

nS e n   )جـ    ، 1 1n

nS e n    

  نقط( 40) الثالثالتمرين : 

a ، عدد حقيقي موجب تماما nu  0حدها الأولمتتالية هندسية 4u   أساسهاq موجب تماما بحيث  : 
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لشعبة : نهائي رياضياتا  

لأستاذ : محمد علالوا  
 43لموضوعا

43 
ساعات 40المدة :   
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بدلالة 2u( أ. عين 1
 

a 
  

بدلالة q ب .استنتج قيمة       
 

a 
 

      
كيف تصبح المتتالية  جـ.   nu  في حالة

 
3a    ؟ 

التي من اجلها تكون المتتالية  a( عين قيم2 nu متقاربة 

0( نفرض أن3 3a   : 0نضع 1 ...n nS u u u    

 .  nوaبدلالة nSعبر عن   أ.        

ب. أحسب نهاية         nS  بدلالةa 

 (  نفرض أن : 4      
12

lim
3

n
n

S
e




 

أ.  بين أن              
3

e
q  

lim، ثم أحسب nبدلالة nuب. عين              n
n

u


 

جـ. نضع              0 1ln ln ... lnn nT u u u      ،أحسبnT بدلالة n 

  نقط( 40) الرابعالتمرين : 

 I  n باستعمال أن : عدد طبيعي .lim
x

nx

e

x
    : برهن أن ،lim 0n x

x
x e


  

 II  نعتبر الدالة العدديةf  المعرفة على المجالℝ  : بــ   2 1 xf x x x e    

نسمي          fC  المنحني الممثل للدالةf في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس , ,O i j  2بحيثi cm  

أ. احسب     (1 lim
x

f x


 

ب. احسب     lim
x

f x


 ، فسر النتيجة بيانيا 

 ثم أنجز جدول تغيراتها   ،fادرس اتجاه تغير الدالة (2

أ. عين معادلة للمماس   (3 T  للمنحني fCعند النقطةA ذات الفاصلة
0

1

2
x  

ب. أرسم  المماس  T و المنحني fC  

، عدد وإشارة حلول المعادلة  m( عين حسب قيم الوسيط الحقيقي4 2 1 0 ...xx x me E    

 III a عدد حقيقي سالب ، نعتبر العدد الحقيقي,a nI  : المعرف بــ

0

,

n x

a n

a

I x e dx  

 aبدلالة  1aI,، ثم عن طريق المكاملة بالتجزئة  أحسب 0aI,العدد الحقيقي aاحسب بدلالة (1

عن طريق المكاملة بالتجزئة ، برهن أن :  (2  1

, 1 ,1 n a

a n a nI n I a e

       2,، ثم استنتجaI 

أحسب بـ  (3
2cmالمساحة ، S aمساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني ، fC  : والمستقيمات التي معادلتها 

             x a  ،0x    0وy    ثم عين ، lim
a

S a


 

 انتهى                                                              
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  10التمرين : 

 تذكّير بنص مبرهنة بيزو: (1   

1auحيث  :   vو uأوليين فيما بينهما إذا و فقط إذا وجد عددان صحيحان  bو aان صحيحانيكون عدد  bv                                   

 عدد صحيح  . باستعمال مبرهنة بيزو ، نبرهن أنه :عددان طبيعيان و  و    (2         

 قسما لعددفإن  أولي مع و قسما لعددإذا كان                           

1auحيث : vو uصحيحان  . إذن حسب مبرهنة بيزو يوجد عددان أوليين فيما بينهما bو a بما أن فرضا bv . 

1auنضرب طرفي المساواة      bv  فيc  نحصل على ،c au cbv c. 

  aفإن  acيقسم الجداء   a و بما أن bcvيقسم الجداء  aفإن bcيقسم الجداء  aو بما ان فرضا    

a و بالتالي  cauيقسم الجداء  aيقسم  cu bc v  أيa   يقسمc  

 برهن أنه :نعدد صحيح  ، و  فيما بينهما نطبيعيان  أوليا عددان و    (3        

 فإن    و  إذا كان                        

pفإن   mيقسم   qو   mيقسم   pمعناه نبرهن أنه إذا كان                  q   يقسمm   

mبحيث  k'و kفإنه يوجد عددان صحيحان  mيقسم   qو   mيقسم   pبما أن فرضا   p k و'm q k 

p'عليه و       k q k  و بالتاليq  يقسمp k  2أوليان فيما بينهما فإن حسب   و  و بما أن ) 

      q  يقسمk   إذن يوجد عدد صحيح''k بحيث "k q k  ينتج أن"m p q k 

pأي أن            q   يقسمm   

     التالية   : الجملة  نعتبر في مجموعة الأعداد الصحيحة  

  من الأعداد الصحيحة بحيث :أ. نتحقق من وجود ثنائية   (1

 vو uصحيحان  حسب مبرهنة بيزو يوجد عددانبالتالي  17أولي مع 5فإن 17أولي لا يقسم 5بما أن العدد     

17حيث :         5 1u v 

 :  حل للجملة ، نتحقق أن ب. لنضع              

17بما أن                    5 1u v  5فإن 1 17v u 0و بالتالي 3 17 9 1 17n u u 

0أي أن                   17 6 9n u  0ومنه 9 17 ... 1n 

17بما أن  كذلك                5 1u v  17فإن 1 5u v 0و بالتالي 3 1 5 9 5n v v  

0أي أن                             5 6 3n v  0ومنه 3 5 ... 2n 

ينتج أن  2و 1من                            
0

0

9 17

3 5

n

n
  حل للجملة و عليه  

 يكافئ أن  حل للجملة  برهن أن :  ن   (2

 فإن  حل للجملة  أ. نبرهن أنه إذا كان           

فإن  حل للجملة  بما أن فرضا                 
9 17

3 5

n

n
فإن  حل للجملة و بما أن  

0

0

9 17

3 5

n

n
 

 I

abc

ab cabac

pqm

 0m p 0m q 0m p q 

pq

 II S
 

 
 

9 17
...

3 5

n
S

n

 




 ;u v 17 5 1 ...u v E 

   0 3 17 9 5n u v   
0n S

0n S

n S   0 0 85n n 

n S   0 0 85n n 

n S
0n S

لشعبة : نهائي رياضياتا  

علالولأستاذ : محمد ا   43حل الموضوع  
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0 ;وعليه   

0

0 17

0 5

n n

n n
85و بما أن   5 0ينتج  ( من 3فإن حسب  17أولي مع 5و  17 0 85n n 

0ب. نبرهن أنه إذا كان       0 85n n  حل للجملة  فإن: 

0بما أن فرضا            0 85n n  فإنه يوجد عدد صحيحk: 0 بحيث 85n n k 085و عليهn k n 

05أي أن            17n k n  0و عليه 5n n  0و بما أن 3 5n  3فإن 5 ... 1n 

017كذلك             5n k n  0و عليه 17n n  0و بما أن 9 17n  9فإن 17 ... 2n 

 حل للجملة  ينتج أن  2و 1من         

 يكافئ أن  حل للجملة  و بالتالي من أ و ب نجد أن        

 :  عين الثنائيةنباستعمال خوارزمية اقليدس  (3   

17لدينا               5 3 5و  2 2 2 1و عليه  1 5 2 2و بما أن  2 17 5 3 

1فإن              5 2 17 5 1أي أن 3 7 5 2 17ومنه  17 2 5 7 1 

   يكافئ أن  حل للجملة :  بما أن    استنتج حلول الجملة 

0 بحيث :عدد صحيح  يوجدفإنه   85n n 085و عليهn n  و بما أن 

    0 3 17 9 5n u v 2وu 7وv  فإن 
0 213n  85و بالتالي 213nمع 

  تعيين عدد الكتب : ( 4  

 كتب معناه كتابا بقي لديه علب ذات فإنه إذا استعمل المكتبي n إذا اعتبرنا عدد الكتب هو العدد الطبيعي         

               9 17n 3كتب معناه  كتب يبقى لديه علب ذات  إذا استعملو 5nنتحصل على الجملة    ومنه  

85وعليه                   213n  300و بما أن 400n300فإن 85 213 ومنه 400
87 11

85 5
  

 383nو عليه  2 و بالتالي              

  10التمرين : 

 :  لكل سؤال جواب واحد فقط صحيح من بين الأجوبة الثلاثة المقترحة ، عينه مع التبرير

 ، لأن :    جـ( الجواب الصحيح هو (1

 ,n nd PGCD a b  ومنهd  يقسمna وdيقسمnb  أي أنd  23يقسم 8 1n n  وd3يقسم 2n 

23يقسم  dومنه    8 1n n  وdيقسم  3 2n n   و عليهd  يقسم   2 23 8 1 3 2n n n n    أي أن 

  d6 يقسم 1n بما ان  وd3يقسم 2n فإنdيقسم 2 3 2n  عليهوdيقسم   6 4 6 1n n    

بالتاليو  3يقسمdأي أن     1;3d  

 ، لأن : جـ( الجواب الصحيح هو (2

لدينا      21 1
2 0 1 3

20 5
E X  

   
           

   
ومنه    2 3

2
5

E X     

وعليه   
3

20
E X    يكافئ

2 3 3
2

5 20
     24، نتحصل على المعادلة 8 3 0    

1حلي هذه المعادلة هما    

1

2
  2و

3

2
    من جهة أخرى ،

21 1
1

20 5
     24أي أن 4 3 0    

3حلي هذه المعادلة هما     

1

2
  4و

3

2
    و عليه

1

2
  

 

 I

n S

n S

n S   0 0 85n n 

 ;u v

 Sn S   0 0 85n n 

179

53 S
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 ، لأن : جـ( الجواب الصحيح هو  (3

y' بوضع  z  نجد أن '' 2 ' 4y y   ( تكافئ ' 2 4z z   و'z y ) 

'المعادلة  2 4z z   هي من نمط'z az b   معa  وb  و التي حلولها هي 

axمن الشكل  b
z ke

a
   معk2و بالتالي   ثابت حقيقي 2xz ke   2ينتج أن' 2xy ke  

21 عليه و 
2

2

xy ke x l   معk وl  ثابتان من 

  بما أن 0 2022y  فإن
1

2022
2

k l   وبما أن ' 0 1444y  2فإن 1444k   

1442kوبالتالي  2743وl   و عليه  2721 2 2743xh x e x    

 ، لأن :جـ ( الجواب الصحيح هو  (4

0 1 1...n nS u u u      أي أن

1 2

0 1 1

...

n

x x x

n

n

S xe dx xe dx xe dx


      

و بتوظيف علاقة شال نجد أن  
0

n

x

nS xe dx  ، : لحساب هذا التكامل نستعمل المكاملة بالتجزئة 

لنضع  u x x و ' xv x e نجد أن ، ' 1u x  و  xv x e  منه
0

0

n
n

x x

nS xe e dx     

إذن 
0 0

n n
x x

nS xe e        ينتج أن 1n n

nS ne e  1أي أنn n

nS ne e    

و عليه        1 1n

nS e n   

  31التمرين : 

a  تماما،عدد حقيقي موجب nu 0متتالية هندسية حدها الأول 4u   أساسهاq بحيث:موجب تماما 

                          
 

     1 2 3

2
ln ln ln 6 ln ln

3
u u u a

  
     

  
  

بدلالة 2uن يعيتأ.  (1
 

a
  

لدينا        
     1 2 3

2
ln ln ln 6 ln ln

3
u u u a

  
     

  
ومنه 

6

1 2 3

2
ln ln

3

a
u u u

 
    

 
 

 ينتج أن        
6

1 2 3

2

3

a
u u u

 
    

 
حدود متتابعة من المتتالية الهندسية  3uو  1u،2u، و بما أن   nu 

فإن         
2

1 3 2u u u وعليه 
6

3

2

2

3

a
u

 
  
 

 وبالتالي  

2

2

2

3

a
u

 
  
 

أي أن  
2

2

4

9

a
u 

 

بدلالة q قيمة ب. استنتاج       
 

a  : 

بما أن                 nu 0متتالية هندسية حدها الأول 4u   أساسهاq  2فإن

2 0u u q   ومنه
2

24
4

9

a
q  

و عليه            
2

2

9

a
q   0و بما أنq   فإن 

3

a
q    

      
في حالة جـ.   

 
3a    1نجدq  عندئذ تصبح المتتالية ، nu ثابتة 

 إ            

التي من اجلها تكون المتتالية  aن قيميعيت (2 nu متقاربة : 
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    nu   متقاربة إذا وفقط إذا كان   1;0 0;1q وبما أن
3

a
q  0وa   

فإن     nu   متقاربة إذا وفقط إذا كان 0;1
3

a
  0أي أن 1

3

a
  0ومنه 3a  

0نفرض أن (3 3a   0: نضع 1 ...n nS u u u    

 :     nوaبدلالة nSر عنيعبالت   أ.        

إن                10 1
1

n

n

u
S q

q

 


ومنه  

1
4

1
3

1
3

n

n

a
S

a

  
      

أي أن   

1
12

1
3 3

n

n

a
S

a

  
       

 

نهاية حسابب.          nS  بدلالةa   : 

0بما أن              3a    فإن

1

lim 0
3

n

n

a




 
 

 
ومنه  

12
lim

3
n

n
S

a



 

نفرض أن :   ( 0      
12

lim
3

n
n

S
e




 

بين أن نأ.               
3

e
q   : 

بما أن                          
12

lim
3

n
n

S
a




و  
12

lim
3

n
n

S
e




فإن 
12 12

3 3a e


 
aوعليه  e 

limحساب، ثم  nبدلالة nuتعيينب.               n
n

u


 : 

4؛ nمن اجل كل عدد طبيعي *                     
3

n

n

e
u

 
  

 
 

                  *lim 0n
n

u


،   0لأن 1
3

e
  

جـ. نضع              0 1ln ln ... lnn nT u u u      : 

 حسابnT  بدلالةn لدينا : 0 1ln ...n nT u u u    من اجل كل عدد طبيعي و بما أنn 4؛
3

n

n

e
u

 
  

 
 

فإن     

0

ln 4 4 ... 4
3 3 3

n

n

e e e
T

      
                

ومنه  

0 1 2 ...

1ln 4
3

n

n

n

e
T

   


  

      
 

  و عليه 

 1

2
1ln 4

3

n n

n

n

e
T





 
       

 

أي أن    
 1

2
1ln 4 ln

3

n n

n

n

e
T





 
        
 

 

و بالتالي        
 1

( 1) ln 4 ln
2 3

n

n n e
T n

  
    

 
 

  10التمرين : 

 I   البرهان أنlim 0n x

x
x e


  ليكن  :n  عدد طبيعي 

xلنضع   u  نجد لماx  فإنu  : ولدينا 
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      lim lim lim 1
n

n nn x u

ux u u

u
x e u e

e



  
     ومنه 

1
lim lim 1 0

nn x

ux u

n

x e
e

u

 
   

 
 
 

lim، لأن 
u

nx

e

u
  

 II  1أ. حساب   ) lim
x

f x


   : lim
x

f x


   لأن ، 2lim 1
x

x x


     وlim x

x
e


  

ب. حساب                lim
x

f x


و تفسيرها بيانيا :    2lim lim 0x x x

x x
f x x e xe e

 
    لأن ،lim 0n x

x
x e


 معn 

المنحني التفسير البياني:*        fC  0يقبل مستقيم مقارب معادلتهy    

 (  دراسة اتجاه تغير الدالة ،ثم انجاز جدول تغيراتها : 2

2لأنها جداء دالتين قابلتين للاشتقاق عليه هما   قابلة للاشتقاق على fالدالة     

1 : 1u x x x  2و : xu x e  

؛ xومن أجل كل عدد حقيقي        2' 2 1 1x xf x x e x x e      أي أن   2' 3 2 xf x x x e   

0xe؛ xبما أن من أجل كل عدد حقيقي      فإن إشارة 'f x 2من إشارة 3 2x x  

؛xنلاحظ أنه من أجل كل عدد حقيقي     2 3 2 1 2x x x x     وعليه إشارة 'f x  :تعطى على النحو التالي 

           

 

 

متزايدة تماما على المجالينfومنه الدالة  ; 2  ، 1;  و متناقصة تماما على 2; 1   

 جدول التغيرات :         

                                                                    

 

 

                                                               

(  أ .تعيين معادلة للمماس 3 T  : 
1 1 1

: '
2 2 2

T y f x f
    

      
    

و بما أن  
1 7

2 4
f e
 

 
 

و
1 15

'
2 4

f e
 

 
 

 

نجد أن المعادلة       
15 1

4 8
y e x e   هي معادلة للمماس T  

ب. رسم المماس  T المنحنيو fC  : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            1                2                 x 

               0               0          'f x 

            1                2                 x 

               0               0          'f x 

                               23e                      

                 1e                                      0 

 f x 

(T)(Cf)

-1-2-3-4

2

3

0 1

1

x

y

i

j



10 
 

       

لدينا  (1 E  2تكافئ 1 xx x me    ومنه E  تكافئ 2 1 xx x e m   أي أن f x m 

و بالتالي بيانيا حلول المعادلة  Eهي فواصل نقط تقاطع المنحني fC  و المستقيم المعرف بالمعادلةy m 

: المعادلة 0mوعليه :    لما E  لا تقبل حلول 

10لما               m e 23أو 1e m   للمعادلة حل وحيد سالب : 

1mلما              e 23أوm e للمعادلة حلين سالبين ، أحدهما مضاعف : 

1لما            23e m e   :  للمعادلة ثلاثة حلول سالبة 

1mلما              للمعادلة حل وحيد معدوم : 

1mلما                       للمعادلة حل وحيد موجب : 

 III  1 0,( حسابaI   لدينا :
0

,0

x

a

a

I e dx     ومنه
0

,0

x

a a
I e      0,ينتج أن 1 a

aI e   

  1,تعين عن طريق المكاملة بالتجزئةaI  لدينا :
0

,1

x

a

a

I xe dx  

بوضع :  u x x  نجد ' 1u x   و ' xv x e  نجد  xv x e :وعليه 

        
0

0

,1

x x

a a
a

I xe e dx     ومنه 
0 0 0

,1 1x x x

a a a a
I xe e x e               ينتج أن ,1 1 1 a

aI a e      

1( لنبرهن عن طريق المكاملة بالتجزئة أن 2

, 1 ,

n a

a n a nI I a e

       : 

لدينا    
0

1

, 1

n x

a n

a

I x e dx

    : بوضع ،  1nu x x   نجد   ' 1 nu x n x   و ' xv x e  نجد  xv x e     

وعليه: 
0

0
1

, 1 1n x n x

a n a
a

I x e n x e dx


       ومنه 

0

1

, 1 1n a n x

a n

a

I a e n x e dx

      

ينتج أن     1

, 1 ,1n a

a n a nI a e n I

      وعليه  1

, 1 ,1 n a

a n a nI n I a e

     

  2,استنتاجaI  2: من أجلn   2نجد

,2 ,12 a

a aI I a e    ومنه  2

,2 2 1 1a a

aI a e a e      

ومنه  2

,2 2 2 2 a

aI a a e      

حساب  (1 S a   لدينا :   
0

24
a

S a f x dx cm
 

  
 
            

إن    
0 0

2 1 x

a a

f x dx x x e dx     ومنه 
0 0 0 0

2 x x x

a a a a

f x dx x e dx xe dx e dx      

إذن    
0

,2 ,1 ,0a a a

a

f x dx I I I    أي أن     
0

22 2 2 1 1 1a a a

a

f x dx a a e a e e         

ومنه      
0

22 3 2 a

a

f x dx a a e    و بالتالي    2 28 4 12 8 aS a a a e cm     

  حساب lim
a

S a


  :  2lim 8
a

S a cm


   : لأن ،

   2 2lim 4 12 8 lim 4 12 8 0a a a a

a a
a a e a e ae e

 
       ؛ لأنlim 0n a

a
a e


 معn 

     
                                                                                

 انتهى                                          


